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三维 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程在扰动的共轴
波导上的解的存在唯一性

刘立汉
（重庆师范大学数学学院，重庆４０１３３１）

摘　要：在允许导波存在的情况下，研究了三维 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程在扰动的共轴波导上的解的存在唯一性。对扰
动项和点源项的假设要求很少。首先，在知道三维齐次Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程在无扰动的共轴波导的 Ｇｒｅｅｎ函数的基础
上，引进了一个推广的ＳｏｍｍｅｒｆｅｌｄＲｅｌｌｉｃｈ辐射条件 （输出辐射条件）。然后，证明了满足给定的辐射条件的三维

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程在扰动的共轴波导上的解的存在性及唯一性。
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　　本文考虑在扰动的共轴波导上的三维 Ｈｅｌｍ
ｈｏｌｔｚ方程
Δｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＋［ｋ

２ｎ２（ｘ１，ｘ２）＋ｐ（ｘ１，ｘ２，ｚ）］
ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝ｆ（ｘ１，ｘ２，ｚ），（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈Ｒ

３（１）
其中

ｎ（ｘ１，ｘ２）＝

ｎｃｌ，　０≤ ｘ２１＋ｘ槡
２
２ ＜ａ，

ｎｃｏ，　ａ≤ ｘ２１＋ｘ槡
２
２ ＜Ｒ，

ｎｃｌ，　 ｘ２１＋ｘ槡
２
２≥

{
Ｒ

（２）

Δ＝
２

ｘ２１
＋

２

ｘ２２
＋

２

ｚ２
是拉普拉斯算子，ｋ，ｎｃｏ，ｎｃｌ，ａ，Ｒ

都是正常数且ｎｃｏ＞ｎｃｌ和函数ｐ（ｘ１，ｘ２，ｚ）是满足如
下假设条件的扰动项：

（Ａ１）函数ｐ（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈Ｌ
１（Ｒ３）和对于Ｒ′＞

０，当 ｘ２１＋ｘ槡
２
２ ＞Ｒ′时，ｐ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝０；

（Ａ２）函数ｐ（ｘ１，ｘ２，ｚ）还满足

ｓｕｐ
（ξ１，ξ２，ζ）∈Ｒ３

∫Ｒ３｜Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）·
ｐ（ｘ１，ｘ２，ｚ）｜ｄｘ１ｄｘ２ｄｚ＜１ （３）
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其中 Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）是三维齐次 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方
程在无扰动的共轴波导上的Ｇｒｅｅｎ函数 （更多细节

见第１节）。
我们的工作主要是由在共轴导波中电磁波的研

究所导出的。当函数 ｐ（ｘ１，ｘ２，ｚ）≡０，方程 （１）
描述了在共轴波导上的电磁波的传播，其中ｋ是波
数，函数 ｎ（ｘ１，ｘ２）是折射率，函数 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｚ）是
点源项，Ｒ是波导的半径和函数 ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）是时间
调和的电磁波速率势能。在文 ［１］，我们引进了
一个推广的 ＳｏｍｍｅｒｆｅｌｄＲｅｌｌｉｃｈ辐射条件 （输出辐

射条件）：对所有的导波分支和自由波分支都有一

个类似 Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ辐射条件，然后我们研究了三
维Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程在扰动的分层介质上的解的存在
唯一性，也就是这个折射率是一个一元函数。然

而，当波导是共轴的情况，也就是这个折射率是一

个二元函数，目前还不清楚它的合适的辐射条件，

因此本文我们引进了另一个推广的ＳｏｍｍｅｒｆｅｌｄＲｅｌ
ｌｉｃｈ辐射条件 （输出辐射条件），然后我们考虑了

满足给定辐射条件的扰动的共轴波导上的三维

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程的解的存在唯一性。
正如文 ［１－３］所示，我们将利用如下记号。在

不同的坐标系下，三维空间Ｒ３中的一个点分别记为：
Ｐ＝（ｘ１，ｘ２，ｚ）～（ｒ，θ，ｚ），Ｐ′＝（ξ１，ξ２，ζ）～（ｒ′，θ′，ζ）
它们有如下关系：

｜Ｐ｜２＝ｒ２＋ｚ２＝ｘ２１＋ｘ
２
２＋ｚ

２，ｘ１＝ｒｃｏｓθ，ｘ２＝ｒｓｉｎθ，
｜Ｐ′｜２＝ｒ′２＋ζ２＝ξ２１＋ξ

２
２＋ζ

２，ξ１＝ｒ′ｃｏｓθ′，ξ２＝ｒ′ｓｉｎθ′
本文内容安排如下：在第１节，我们回顾了三维齐
次Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程在无扰动的共轴波导上的 Ｇｒｅｅｎ
函数和它的渐近性质；在第２１节，我们将证明满
足后面将给出的某个输出辐射条件的三维 Ｈｅｌｍ
ｈｏｌｔｚ方程 （１）的解的唯一性；在第２２节，我们
将证明满足后面将给出的某个输出辐射条件的三维

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程 （１）的解的存在性。
事实上，我们的方法也许可以推广到任何其它

类型的共轴波导上，如最近得到广泛应用的 “全

绝缘波导”［４－５］，于是可以得到类似的结果。

１　Ｇｒｅｅｎ函数
１１　三维Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程在共轴波导上的Ｇｒｅｅｎ函数

在这一小节，我们回顾三维齐次 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方
程在无扰动的共轴波导上的 Ｇｒｅｅｎ函数［６－７］。这个

Ｇｒｅｅｎ函数后面将用来构造三维 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程
（１）的解。

在柱面坐标下，无扰动的共轴波导上的三维齐

次Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程为：

２ｕ
ｚ２
＋１ｒ


ｒｒ

ｕ
( )ｒ＋

１
ｒ２
２ｕ
θ２
＋ｋ２ｎ２（ｒ）ｕ（ｒ，θ，ｚ）＝０

（４）
求这个方程的一个分离变量的解

ｕ（ｒ，θ，ｚ）＝ｅｉｋβｚｅｉｍθｖ（ｒ）
其中β∈Ｃ和ｍ∈Ｚ，则ｖ（ｒ）必须满足如下常微
分方程：

ｖ″（ｒ）＋１ｒｖ′（ｒ）＋［ｋ
２ｎ２（ｒ）－ｋ２β２－ｍ

２

ｒ２
］ｖ（ｒ）＝０

（５）
定义

ｄ２ ＝ｋ２（ｎ２ｃｏ－ｎ
２
ｃｌ），ｌ＝ｋ

２（ｎ２ｃｏ－β
２），

ｑ（ｒ）＝ｋ２［ｎ２ｃｏ－ｎ
２（ｒ）］ （６）

那么这个方程就变形为

ｖ″（ｒ）＋１ｒｖ′（ｒ）＋［ｌ－ｑ（ｒ）－
ｍ２

ｒ２
］ｖ（ｒ）＝０

（７）
函数ｑ（ｒ）变形为

ｑ（ｒ）＝
ｄ２，　０≤ｒ＜ａ，
０，　ａ≤ｒ＜Ｒ，
ｄ２，　ｒ≥

{
Ｒ

（８）

我们把 （７）式看成是关于 ｌ∈ Ｃ的特征值问题，
并且称它为方程 （４）的特征值问题［８－９］。从文

［６－７］中，可以得到方程 （４）的 Ｇｒｅｅｎ函数
Ｇ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）：

Ｇ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）＝

１
２π２ 槡ｒｒ′

∑
ｍ∈Ｚ
∫
＋∞

－∞

ｅｉ｜ｚ－ζ｜ ｋ２ｎ２ｃｏ－槡 λ

２ｉ ｋ２ｎ２ｃｏ－槡 λ
·

ｊｍ（ｒ，λ）ｊｍ（ｒ′，λ）ｅ
ｉｍ（θ－θ′）ｄχｍ（λ），０＜ｒ，ｒ′；

０≤θ，θ′≤２π；ｚ，ζ∈Ｒ （９）
其中当 λ∈ （－∞，０］时，函数 χｍ（λ）恒等于０；
当λ∈（０，ｄ２］时，函数χｍ（λ）是一个只有有限个
不连续点的分段常值函数；当λ∈（ｄ２，∞）时，函
数χｍ（λ）是一个连续函数。设０＜λ

ｍ
１ ＜… ＜λｍＰｍ

≤ｄ２是这些不连续点，且设ｒｍ１，…，ｒ
ｍ
Ｐｍ为其对应的

跳跃值。

当λ＞ｄ２时，

ｊｍ（ｒ，λ）＝

αｍ（λ）槡ｒＪｍ（ λ－ｄ槡
２ｒ），０≤ｒ＜ａ；

π
２槡ｒ［βｍ（λ）Ｊｍ（槡λｒ）＋γｍ（λ）Ｙｍ（槡λｒ）］，

ａ≤ｒ＜Ｒ；

（
π
２）

２
槡ｒ［δｍ（λ）Ｊｍ（ λ－ｄ槡

２ｒ）＋

εｍ（λ）Ｙｍ（ λ－ｄ槡
２ｒ）］，ｒ≥















Ｒ

（１０）

６３
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其中Ｊｍ，Ｙｍ分别是ｍ阶第一型Ｂｅｓｓｅｌ函数和第二型
Ｂｅｓｓｅｌ函数，
αｍ（λ）＝（－１）

（｜ｍ｜－ｍ）／２｜ｍ｜！２｜ｍ｜（λ－ｄ２）－｜ｍ｜／２，

βｍ（λ）＝αｍ（λ）ａ［槡λＪｍ（ λ－ｄ槡
２ａ）Ｙ′ｍ（槡λａ）－

λ－ｄ槡
２Ｊ′ｍ（ λ－ｄ槡

２ａ）Ｙｍ（槡λａ）］，

γｍ（λ）＝－αｍ（λ）ａ［槡λＪｍ（ λ－ｄ槡
２ａ）Ｊ′ｍ（槡λａ）－

λ－ｄ槡
２Ｊ′ｍ（ λ－ｄ槡

２ａ）Ｊｍ（槡λａ）］，

δｍ（λ）＝－Ｒ｛βｍ（λ）［槡λＹｍ（ λ－ｄ槡
２Ｒ）·

Ｊ′ｍ（槡λＲ）－ λ－ｄ槡
２Ｙ′ｍ（ λ－ｄ槡

２Ｒ）Ｊｍ（槡λＲ）］＋

γｍ（λ）［槡λＹｍ（ λ－ｄ槡
２Ｒ）Ｙ′ｍ（槡λＲ）－

λ－ｄ槡
２Ｙ′ｍ（λ－ｄ槡

２Ｒ）Ｙｍ（槡λＲ）］｝，

εｍ（λ）＝Ｒ｛βｍ（λ）［槡λＪｍ（ λ－ｄ槡
２Ｒ）·

Ｊ′ｍ（槡λＲ）－ λ－ｄ槡
２Ｊ′ｍ（ λ－ｄ槡

２Ｒ）Ｊｍ（槡λＲ）］＋

γｍ（λ）［槡λＪｍ（ λ－ｄ槡
２Ｒ）Ｙ′ｍ（槡λＲ）－

λ－ｄ槡
２Ｊ′ｍ（ λ－ｄ槡

２Ｒ）Ｙｍ（槡λＲ）］｝ （１１）

ｄχｍ（λ）＝
２( )π

３ ｄλ
δ２ｍ（λ）＋ε

２
ｍ（λ）

，λ∈（ｄ２，∞）

（１２）
当０＜λ＜ｄ２时，设λ＝λｍｊ（ｊ＝１，２，…，Ｐｍ）为函
数 χｍ（λ）在这个区间内的不连续点，则函数
χｍ（λ）在λ点处不连续的条件是

［槡λＩｍ（ ｄ２－槡 λａ）Ｙ′ｍ（槡λａ）－

ｄ２－槡 λＩ′ｍ（ ｄ２－槡 λａ）Ｙｍ（槡λａ）］·

［槡λＫｍ（ ｄ２－槡 λＲ）Ｊ′ｍ（槡λＲ）－

ｄ２－槡 λＫ′ｍ（ ｄ２－槡 λＲ）Ｊｍ（槡λＲ）］－

［槡λＩｍ（ ｄ２－槡 λａ）Ｊ′ｍ（槡λａ）－

ｄ２－槡 λＩ′ｍ（ ｄ２－槡 λａ）Ｊｍ（槡λａ）］·

［槡λＫｍ（ ｄ２－槡 λＲ）Ｙ′ｍ（槡λＲ）－

ｄ２－槡 λＫ′ｍ（ｄ
２－槡 λＲ）Ｙｍ（槡λＲ）］＝０　（１３）

其中Ｉｍ，Ｋｍ是分别是ｍ阶的第一型修正的Ｂｅｓｓｅｌ函
数和第二型修正的Ｂｅｓｓｅｌ函数，

ｊｍ（ｒ，λ）＝

珔αｍ（λ）槡ｒＩｍ（ｄ
２－槡 λｒ），０≤ｒ＜ａ，

π
２槡ｒ［

珔βｍ（λ）Ｊｍ（槡λｒ）＋珔γｍ（λ）Ｙｍ（槡λｒ）］，

　　 ａ≤ｒ＜Ｒ，

珋δｍ（λ）槡ｒＫｍ（ ｄ２－槡 λｒ），ｒ≥













Ｒ

（１４）
其中

珔αｍ（λ）＝｜ｍ｜！２
｜ｍ｜（ｄ２－λ）－｜ｍ｜／２，

珔βｍ（λ）＝珔αｍ（λ）ａ［槡λＩｍ（ｄ
２－槡 λａ）Ｙ′ｍ（槡λａ）－

ｄ２－槡 λＩ′ｍ（ ｄ２－槡 λａ）Ｙｍ（槡λａ）］，

珔γｍ（λ）＝－珔αｍ（λ）ａ［槡λＩｍ（ ｄ２－槡 λａ）·

Ｊ′ｍ（槡λａ）－ ｄ２－槡 λＩ′ｍ（ ｄ２－槡 λａ）Ｊｍ（槡λａ）］，

珋δｍ（λ）＝
π
２·
珔βｍ（λ）Ｊｍ（槡λＲ）＋珔γｍ（λ）Ｙｍ（槡λＲ）

Ｋｍ（ ｄ２－槡 λＲ）

（１５）
函数χｍ（λ）在不连续点λ＝λ

ｍ
ｊ（ｊ＝１，２，…，Ｐｍ）处

的跳跃值ｒｍｊ（ｊ＝１，２，…，Ｐｍ）是

ｒｍｊ ＝
２πλｍｊｄ

－２（ｄ２－λｍｊ）
珔αｍ（λ

ｍ
ｊ）
２［Ａｍｊ －珋δｍ（λ

ｍ
ｊ）
２Ｂｍｊ］

（１６）

其中

Ａｍｊ＝ｍ
２Ｉｍ（ｄ

２－λ槡
ｍ
ｊａ）

２－（ｄ２－λｍｊ）ａ
２Ｉ′ｍ（ｄ

２－λ槡
ｍ
ｊａ）

２，

Ｂｍｊ＝ｍ
２Ｋｍ（ｄ

２－λ槡
ｍ
ｊＲ）

２－（ｄ２－λｍｊ）Ｒ
２Ｋ′ｍ（ｄ

２－λ槡
ｍ
ｊＲ）

２

最后，当λ＝ｄ２时，设λ＝λｍｊ（ｊ＝１，２，…，Ｐｍ）为
函数 χｍ（λ）在这个区间内的不连续点，则函数
χｍ（λ）在λ＝ｄ

２点处不连续的条件是

ｄ［珔βｍ（λ）Ｊ′ｍ（Ｒｄ）＋珔γｍ（λ）Ｙ′ｍ（Ｒｄ）］
珔βｍ（λ）Ｊｍ（Ｒｄ）＋珔γｍ（λ）Ｙｍ（Ｒｄ）

＝－｜ｍ｜Ｒ

（１７）

ｊｍ（ｒ，λ）＝

ｒ｜ｍ｜＋１／２，０≤ｒ＜ａ，
π
２槡ｒ［

珔βｍ（λ）Ｊｍ（ｒｄ）＋珔γｍ（λ）Ｙｍ（ｒｄ）］，

　　 ａ≤ｒ＜Ｒ，
珋δｍ（λ）ｒ

１－｜ｍ｜，ｒ≥













Ｒ

（１８）
其中

β
⌒

ｍ（λ）＝αｍ（λ）ａ［槡λ（λ－ｄ槡
２ａ）｜ｍ｜＋１／２Ｙ′ｍ（槡λａ）－

λ－ｄ槡
２（λ－ｄ槡

２ａ）｜ｍ｜－１／２Ｙｍ（槡λａ）］，

γ
⌒

ｍ（λ）＝－αｍ（λ）ａ［槡λ（λ－ｄ槡
２ａ）｜ｍ｜＋１／２Ｊ′ｍ（槡λａ）－

λ－ｄ槡
２（λ－ｄ槡

２ａ）｜ｍ｜－１／２Ｊｍ（槡λａ）］，

珋δｍ（ｄ
２）＝π２·

珔βｍ（λ）Ｊｍ（Ｒｄ）＋珔γｍ（λ）Ｙｍ（Ｒｄ）
Ｒ１／２－｜ｍ｜

，

珔εｍ（ｄ
２）＝π２［

珔βｍ（λ）Ｊｍ（Ｒｄ）＋珔γｍ（λ）Ｙｍ（Ｒｄ）］

（１９）
函数χｍ（λ）在不连续点λ＝λ

ｍ
ｊ ＝ｄ

２（ｊ＝１，２，…，
Ｐｍ）处的跳跃值ｒ

ｍ
ｊ（ｊ＝１，２，…，Ｐｍ）是

ｒｍｊ＝
２π（ｍ２－１）

｜ｍ｜［珔εｍ（ｄ
２）２Ｒ２（｜ｍ｜＋１）－ａ２（｜ｍ｜－１）］

（２０）
１２　Ｇｒｅｅｎ函数的渐近性质

在这一小节，我们给出如下引理。

７３
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引理 １　设函数 Ｇ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）是由 （９）
式所给出的Ｇｒｅｅｎ函数，则对于任意给定的 ｒ′，θ′，
ζ，我们有

ｌｉｍ
ｒ→０
ｊｍ（ｒ，λ）

［槡ｒＧ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）］
ｒ{ －

ｊｍ（ｒ，λ）
ｒ

［槡ｒＧ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ }）］ ＝０ （２１）

ｌｉｍ
ｒ→∞
ｊｍ（ｒ，λ）

［槡ｒＧ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）］
ｒ{ －

ｊｍ（ｒ，λ）
ｒ

［槡ｒＧ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ }）］ ＝０ （２２）

　　证明　我们需要考虑三种情况：０＜λ＜ｄ２，λ
＝ｄ２，λ＞ｄ２，在每一个区间内ｊｍ（ｒ，λ）和Ｇ（ｒ，θ，ｚ；
ｒ′，θ′，ζ）都有不同的性质。只证明 （２１）式，
（２２）式可类似地证明。

第一种情形：当０＜λ＜ｄ２时，由 （１４）式，
有

ｊｍ（ｒ，λ）＝珔αｍ（λ）槡ｒＩｍ（ ｄ２－槡 λｒ），当ｒ→０
又由文 ［１０］ （或文 ［１１］）的 （９６６）和

（９６７）式，有

Ｉｍ（ｓ）～
１
ｍ！

ｓ( )２
ｍ
，ｍ≥０，ｓ→０

和

Ｉ－ｍ（ｓ）＝Ｉｍ（ｓ），ｍ∈Ｚ
则可以得到

ｍ≥０，ｊｍ（ｒ，λ）～珔αｍ（λ）槡ｒ
１
ｍ！

ｄ２－槡 λｒ( )２

ｍ

＝

珔αｍ（λ）
（ｄ２－λ）ｍ／２

ｍ！２ｍ
ｒｍ＋１／２，ｒ→０，

ｍ＜０，ｊｍ（ｒ，λ）～珔αｍ（λ）槡ｒ
１

（－ｍ）！
ｄ２－槡 λｒ( )２

－ｍ

＝

珔αｍ（λ）
（ｄ２－λ）－ｍ／２

（－ｍ）！２－ｍ
ｒ－ｍ＋１／２，ｒ→０

记

珔ａｍ（λ）＝珔αｍ（λ）
（ｄ２－λ）｜ｍ｜／２

｜ｍ｜！２｜ｍ｜

则

ｊｍ（ｒ，λ）～珔ａｍ（λ）ｒ
｜ｍ｜＋１／２，ｒ→０，

ｊｍ（ｒ，λ）
ｒ

～珔ａｍ（λ）（｜ｍ｜＋
１
２）ｒ

｜ｍ｜－１／２，ｒ→０

并且由 （９）式，有
Ｇ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）＝Ｏ（ｒ｜ｍ｜），ｒ→０，

［槡ｒＧ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）］
ｒ

＝Ｏ（ｒ｜ｍ｜－１／２），ｒ→０

因此，通过简单的计算立即可以得到 （２１）式。
第二种情形：当λ＝ｄ２时，由 （１８）式得

ｊｍ（ｒ，λ）＝ｒ
｜ｍ｜＋１／２，　当ｒ→０

则可以得到

ｊｍ（ｒ，λ）
ｒ

＝（｜ｍ｜＋１２）ｒ
｜ｍ｜－１／２，ｒ→０，

Ｇ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）＝Ｏ（ｒ｜ｍ｜），ｒ→０，

［槡ｒＧ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）］
ｒ

＝Ｏ（ｒ｜ｍ｜－１／２），ｒ→０

因此，通过简单的计算立即可以得到 （２１）式。
第三种情形：当 λ＞ｄ２时，由 （１０）式，我

们有

ｊｍ（ｒ，λ）＝αｍ（λ）槡ｒＪｍ（ λ－ｄ槡
２ｒ），当ｒ→０

又由文 ［１０］ （或文 ［１１］）的 （９１５）和
（９１７）式，有

Ｊｍ（ｓ）～
１
ｍ！

ｓ( )２
ｍ
，ｍ≥０，ｓ→０

和

Ｊ－ｍ（ｓ）＝（－１）
ｍＪｍ（ｓ），ｍ∈Ｚ

则可以得到

ｍ≥０，ｊｍ（ｒ，λ）～αｍ（λ）槡ｒ
１
ｍ！

λ－ｄ槡
２ｒ( )２

ｍ

＝

αｍ（λ）
（λ－ｄ２）ｍ／２

ｍ！２ｍ
ｒｍ＋１／２，ｒ→０，

ｍ＜０，ｊｍ（ｒ，λ）～αｍ（λ）槡ｒ（－１）
ｍ １
（－ｍ）！

λ－ｄ槡
２ｒ( )２

－ｍ

＝

αｍ（λ）（－１）
ｍ（λ－ｄ２）－ｍ／２

（－ｍ）！２－ｍ
ｒ－ｍ＋１／２，ｒ→０

记

ａｍ（λ）＝αｍ（λ）（－１）
（ｍ－｜ｍ｜）／２（λ－ｄ２）｜ｍ｜／２

｜ｍ｜！２｜ｍ｜

则

ｊｍ（ｒ，λ）～ａｍ（λ）ｒ
｜ｍ｜＋１／２，ｒ→０，

ｊｍ（ｒ，λ）
ｒ

～ａｍ（λ）（｜ｍ｜＋
１
２）ｒ

｜ｍ｜－１／２，ｒ→０

并且由 （９）式，有
Ｇ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）＝Ｏ（ｒ｜ｍ｜），ｒ→０，

［槡ｒＧ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）］
ｒ

＝Ｏ（ｒ｜ｍ｜－１／２），ｒ→０

因此，通过简单的立即可以得到 （２１）式。
定义

珔Ｇ（λ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）＝

∫
＋∞

０
ｊｍ（ρ，λ）槡ρＧ（ρ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）ｄρ

则可以得到如下的引理。

引理２　设函数 珔Ｇ（λ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）定义如上。
则对于任意给定的ｒ′，θ′，ζ，我们有

８３
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ｌｉｍ
｜ｚ｜→∞

珔Ｇ（λ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）
｜ｚ｜[ －

ｉ ｋ２ｎ２ｃｏ－槡 λ珔Ｇ（λ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ ]） ＝０，
λ≤ｋ２ｎ２ｃｏ和ｄχｍ（λ）≠０，

ｌｉｍ
｜ｚ｜→∞

珔Ｇ（λ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）＝０，λ＞ｋ２ｎ２













ｃｏ

（２３）

　　证明　由 （１０）、 （１４）、 （１８）式和由 （９）
式所定义的 Ｇｒｅｅｎ函数 Ｇ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ），可以得
到

ｌｉｍ
｜ｚ｜→∞

Ｇ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）
｜ｚ｜[ －

ｉ ｋ２ｎ２ｃｏ－槡 λＧ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ ]） ＝０，
λ≤ｋ２ｎ２ｃｏ和ｄχｍ（λ）≠０，

ｌｉｍ
｜ｚ｜→∞
Ｇ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）＝０，λ＞ｋ２ｎ２













ｃｏ

于是，由 ＦｕｂｉｎｉＴｏｎｅｌｌｉ定理，容易就可以立
即得到 （２３）式。

引理３　设（ｒ，θ，ｚ），（ｒ′，θ′，ζ）∈Ｒ３和｜Ｐ－Ｐ′
｜＝（ｒｃｏｓθ－ｒ′ｃｏｓθ′，ｒｓｉｎθ－ｒ′ｓｉｎθ′，ｚ－ζ）且｜Ｐ－
Ｐ′｜＜１，则存在一个不依赖于 ｒ，θ，ｚ，ｒ′，θ′，ζ的正
常数Ｃ１，使得

｜Ｇ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）－ １
４π｜Ｐ－Ｐ′｜

｜≤Ｃ１

（２４）
　　证明　这个引理的证明类似于文 ［１２］的引
理２１９的证明，因此在这省略。

２　三维Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程在扰动的共轴
波导上的解的存在唯一性

２１　三维Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程在扰动的共轴波导上的
解的唯一性

我们将给出推广的 ＳｏｍｍｅｒｆｅｌｄＲｅｌｌｉｃｈ辐射条
件，并称它为输出辐射条件：首先，我们假设

ｕ∈Ｃ１（Ｒ３）∩Ｌ２（Ｒ３） （２５）
其次，假设对所有ｍ∈Ｚ，ｚ∈Ｒ，如下等式成立：

ｌｉｍ
ｒ→∞ ｊｍ（ｒ，λ）

［槡ｒｕｍ（ｒ，ｚ）］
ｒ

－
ｊｍ（ｒ，λ）
ｒ

［槡ｒｕｍ（ｒ，ｚ{ }）］＝０
（２６）

其中函数ｕｍ（ｒ，ｚ）是如下Ｆｏｕｒｉｅｒ级数的Ｆｏｕｒｉｅｒ系数：

ｕ（ｒ，θ，ｚ）＝∑
ｍ∈Ｚ
ｅｉｍθｕｍ（ｒ，ｚ）

我们定义函数Ｕｍ（λ，ｚ）是函数 ｒ→槡ｒｕｍ（ｒ，ｚ）的变
换，定义如下：

Ｕｍ（λ，ｚ）＝∫
＋∞

０
ｊｍ（ρ，λ）槡ρｕｍ（ρ，ｚ）ｄρ

最后，

ｌｉｍ
｜ｚ｜→∞

Ｕｍ（λ，ｚ）
｜ｚ｜

－ｉｋ２ｎ２ｃｏ－槡 λＵｍ（λ，ｚ[ ]） ＝０，
λ≤ｋ２ｎ２ｃｏ和ｄχｍ（λ）≠０，

ｌｉｍ
｜ｚ｜→∞
Ｕｍ（λ，ｚ）＝０，　λ＞ｋ

２ｎ２










ｃｏ

（２７）
这些条件都是由其物理意义所得到的，详情请见文

［６－７］和那里提到的参考文献。
引理４　设函数ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈Ｌ

２（μ）满足方程
Δｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＋

［ｋ２ｎ２（ｘ１，ｘ２）＋ｐ（ｘ１，ｘ２，ｚ）］ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝０

（２８）
其中函数 ｎ（ｘ１，ｘ２）由 （２）式所给定，则当 λ＞
ｋ２ｎ２ｃｏ时，

ｌｉｍ
｜ｚ｜→∞
ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）ｅ

－ λ－ｋ２ｎ２槡 ｃｏ｜ｚ｜ ＝

ｌｉｍ
｜ｚ｜→∞
ｕｚ（ｘ１，ｘ２，ｚ）ｅ

－ λ－ｋ２ｎ２槡 ｃｏ｜ｚ｜ ＝０ （２９）

　　证明　一方面，由于函数 ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）是方程
（２８）的一个解，从文 ［１］，可以得到函数 ｜
ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）｜

２μ（ｘ１，ｘ２，ｚ）和函数｜
２ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）

｜２μ（ｘ１，ｘ２，ｚ）在三维空间 Ｒ
３上是可积的。因此，

很容易得到函数

Φ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）μ
１
２（ｘ１，ｘ２，ｚ）

属于 Ｓｏｂｏｌｅｖ空间 Ｗ２，２（Ｒ３）。由 Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定
理［１３］，可以得到函数 Φ（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈ Ｌ∞（Ｒ

３），因

此，立即可得到 （２９）式中的第一个极限。
另一方面，接下来证明 （２９）式中的第二个

极限。通过简单计算可知，函数 Φ（ｘ１，ｘ２，ｚ）满足
如下方程：

ΔΦ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＋ｂ（ｘ１，ｘ２，ｚ）·Φ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＋
ｃ（ｘ１，ｘ２，ｚ）Φ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝０，

其中

ｂ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝（－μ
－１μｘ１，－μ

－１μｘ２，－μ
－１μｚ）＝

－μ－１·μ，
ｃ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝ｋ

２ｎ２（ｘ１，ｘ２）＋ｐ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＋
１
４μ

－２μｘ１＋
１
４μ

－２μｘ２＋
１
４μ

－２μｚ＋

１
２μ

－２μ２ｘ１＋
１
２μ

－２μ２ｘ２＋
１
２μ

－２μ２ｚ－

１
２μ

－１μｘ１ｘ１－
１
２μ

－１μｘ２ｘ２－
１
２μ

－１μｚｚ＝

ｋ２ｎ２（ｘ１，ｘ２）＋ｐ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＋
１
４μ

－２（μｘ１＋μｘ２＋μｚ）＋

１
２μ

－２（μ２ｘ１＋μ
２
ｘ２＋μ

２
ｚ）－

１
２μ

－１μ

９３
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都是关于（ｘ１，ｘ２，ｚ）的函数。
由于函数Φ（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈Ｗ

２，２（Ｒ３），并且由文
［１４］的定理８１０，可以得到函数 Φ（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈
Ｗ３，２（Ｈ＋），其中Ｈ＋＝｛（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈Ｒ

３‖ｚ｜≥ｈ｝，
ｈ＞０是一个常数。再次利用Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理，可
以得到函数 ｜Φ（ｘ１，ｘ２，ｚ）｜∈ Ｌ∞（Ｈ＋），因此，
立即可得到 （２９）式中的第二个极限。

设函数 ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝ｕ（ｒ，θ，ｚ）是三维 Ｈｅｌｍ
ｈｏｌｔｚ方程 （１）的一个解，我们定义如下函数：

珔ｕ（λ，θ，ｚ）＝∫
＋∞

０
ｊｍ（ρ，λ）槡ρｕ（ρ，θ，ｚ）ｄρ

Ｕ（ｒ，θ，ｚ）＝ １
π槡ｒ
∫
＋∞

－∞
ｊｍ（ｒ，λ）珔ｕ（λ，θ，ｚ）ｄχｍ（λ）

则有

引理５　设函数ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝ｕ（ｒ，θ，ｚ）是方程
（２８）的一个弱解，并且函数 Ｕ（ｒ，θ，ｚ）定义如上，
则函数Ｕ（ｒ，θ，ｚ）是方程

２ｕ
ｚ２
＋１ｒ


ｒｒ

ｕ
( )ｒ＋

１
ｒ２
２ｕ
θ２
＋

ｋ２ｎ２（ｒ）ｕ（ｒ，θ，ｚ）＝－ψ（ｒ，θ，ｚ）， （３０）
的一个弱解，其中

ψ（ｒ，θ，ｚ）＝ １
π槡ｒ
∫
＋∞

－∞
ｊｍ（ｒ，λ）·

∫
＋∞

０
ｊｍ（ρ，λ）槡ρｐ（ρ，θ，ｚ）ｕ（ρ，θ，ｚ）ｄρｄχｍ（λ）

（３１）
　　证明　这个引理的证明类似于文献 ［１］的引
理６的证明，因此在这省略。

引理６　设点（ｒ′，θ′，ζ）是固定的，并且 Ｒ′充
分大使得点 （ｒ′，θ′，ζ）∈ ΩＲ′，又设函数 ｕ（ｒ，θ，ｚ）
是方程 （３２）的一个解，则有如下等式：
１
π槡ｒ
∫
＋∞

－∞
ｊｍ（ｒ，λ）∫

Ｒ′

０
ｊｍ（ρ，λ）槡ρｕ（ρ，θ，ｚ）ｄρｄχｍ（λ）＋

∫ΩＲ′Ｇψｒｄｒｄθｄｚ＝∫ΩＲ′ ｕＧν－Ｇｕ( )νｄｓ （３２）
其中ΩＲ′＝｛（ｒ，θ，ｚ）｜（ｒｃｏｓθ）

２＋（ｒｓｉｎθ）２＋ｚ２≤
（Ｒ′）２｝，函数ψ（ｒ，θ，ｚ）由 （３１）式所给定和ν是
ΩＲ′的向外的法向。

证明　容易验证函数ΔＧ＋ｋ２ｎ２（ｒ）Ｇ有一个奇
点（θ，ｚ）≡ （θ′，ζ）。于是，由引理５我们可以得
到，

∫ΩＲ′＼Ωε（ｕΔＧ－ＧΔｕ）ｒｄｒｄθｄｚ＝
∫ΩＲ′＼Ωε［ｕ（ΔＧ＋ｋ２ｎ２（ｒ）Ｇ）－Ｇ（Δｕ＋ｋ２ｎ２（ｒ）ｕ）］ｒｄｒｄθｄｚ＝
∫ΩＲ′＼Ωε［ｕ（ΔＧ＋ｋ２ｎ２（ｒ）Ｇ）＋Ｇψ］ｒｄｒｄθｄｚ

其中 Ωε ＝｛（ｒ，θ，ｚ）∈ Ｒ
３｜（ｒｃｏｓθ－ｒ′ｃｏｓθ′）２＋

（ｒｓｉｎθ－ｒ′ｓｉｎθ′）２＋（ｚ－ζ）２≤ε２｝。
由上述公式和第二Ｇｒｅｅｎ公式，我们可以得到

∫（ΩＲ′＼Ωε）（ｕ
Ｇ
ν
－Ｇｕ
ν
）ｄｓ＝

∫ΩＲ′＼Ωε［ｕ（ΔＧ＋ｋ２ｎ２（ｒ）Ｇ）＋Ｇψ］ｒｄｒｄθｄｚ（３３）
因此，通过在上述等式 （３３）当 ε→０＋取极限，
我们很容易就可以立即得到 （３２）式。

故得到本文的第一个结果：

定理１［解的唯一性］　设函数ｐ（ｘ１，ｘ２，ｚ）满
足假设条件 （Ａ１）和 （Ａ２），则满足输出辐射条
件 （２５）、 （２６）和 （２７）的三维 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程
（１）最多只有一个有界的解。

证明　设函数ｕ１（ｘ１，ｘ２，ｚ）和函数ｕ
２（ｘ１，ｘ２，ｚ）

是满足输出辐射条件 （２５）、（２６）和 （２７）的三
维Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程 （１）的两个有界的解，并且设
函数ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝ｕ

１（ｘ１，ｘ２，ｚ）－ｕ
２（ｘ１，ｘ２，ｚ）。很

明显，函数 ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）是方程 （２８）的一个有界
的解且满足输出辐射条件 （２５）、（２６）和 （２７）。

由 （３２）式，有
１
π槡ｒ
∫
＋∞

－∞
ｊｍ（ｒ，λ）∫

Ｒ′

０
ｊｍ（ρ，λ）槡ρｕ（ρ，θ，ｚ）ｄρｄχｍ（λ）＋

∫ΩＲ′Ｇψｒｄｒｄθｄｚ＝∫ΩＲ′ ｕＧν－Ｇｕ( )νｄｓ＝

∫ΩＲ′ ｕＧν－ｉｋ２ｎ２ｃｏ－槡 λ( )Ｇ－Ｇｕν－ｉｋ２ｎ２ｃｏ－槡 λ( )[ ]ｕ ｄｓ

（３４）
由三角不等式和 ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｔｚ不等式，我们得
到 （３４）式的右边如下：

∫ΩＲ′ ｕＧν－ｉｋ２ｎ２ｃｏ－槡 λ( )Ｇ－Ｇｕν－ｉｋ２ｎ２ｃｏ－槡 λ( )[ ]ｕ ｄｓ≤

∫ΩＲ′｜ｕ｜２ｄ( )ｓ
１
２ ∫ΩＲ′ Ｇν－ｉ ｋ２ｎ２ｃｏ－槡 λＧ

２
ｄ( )ｓ

１
２
＋

∫ΩＲ′｜Ｇ｜２ｄ( )ｓ
１
２ ∫ΩＲ′ ｕν－ｉｋ２ｎ２ｃｏ－槡 λｕ

２
ｄ( )ｓ

１
２
＝Ｉ１＋Ｉ２

由 （９）式，并且由于函数 ｊｍ（ｒ，λ）是有界的，很
容易得到

Ｉ１→０，Ｉ２→０，　当Ｒ′→∞
因此，得到 （３４）式的右边趋于０，当Ｒ′→∞。
由文 ［８－９］和 ＦｕｂｉｎｉＴｏｎｅｌｌｉ定理，可以得

到 （３４）式的左边如下：
１
π槡ｒ
∫
＋∞

－∞
ｊｍ（ｒ，λ）∫

Ｒ′

０
ｊｍ（ρ，λ）槡ρｕ（ρ，θ，ｚ）ｄρｄχｍ（λ）＋

０４
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∫ΩＲ′Ｇψｒｄｒｄθｄｚ→ｕ（ｒ′，θ′，ζ）＋
∫Ｒ３Ｇ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）ｐ（ｒ，θ，ｚ）ｕ（ｒ，θ，ｚ）ｒｄｒｄθｄｚ当 Ｒ′
→∞

因此，在 （３４）式中两边当 Ｒ′→ ∞ 取极限，
可以得到

ｕ（ｒ′，θ′，ζ）＋∫Ｒ３Ｇ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）ｐ（ｒ，θ，ｚ）·
ｕ（ｒ，θ，ｚ）ｒｄｒｄθｄｚ＝０ （３５）

　　由于函数ｕ（ｒ，θ，ｚ）有界，并且设Ｍ＝ ｓｕｐ
（ｒ，θ，ｚ）∈Ｒ３

｜ｕ（ｒ，θ，ｚ）｜，由上述公式 （３５），有

Ｍ≤Ｍ ｓｕｐ
（ｒ′，θ′，ζ）∈Ｒ３∫Ｒ３｜Ｇ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）·
ｐ（ｒ，θ，ｚ）｜ｒｄｒｄθｄｚ （３６）

又由 （３）式和上述不等式 （３６），可以得到 Ｍ ＝
０，即：ｕ１（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝ｕ

２（ｘ１，ｘ２，ｚ）。
２２　三维Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程在扰动的共轴波导上

的解的存在性

在研究三维 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程 （１）的解的存在
性之前，我们先给出如下两个引理。

引理７　设Ψ（ｒ′，θ′，ζ）是一个复值函数并且满
足假设条件 （Ａ１），则函数

ｗ（ｒ，θ，ｚ）＝∫Ｒ３Ｇ（ｒ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）Ψ（ｒ′，θ′，ζ）ｒ′ｄｒ′ｄθ′ｄζ
满足

ｌｉｍ
ｒ→∞
ｊｍ（ｒ，λ）

［槡ｒｗ（ｒ，θ，ｚ）］
ｒ{ －

ｊｍ（ｒ，λ）
ｒ

［槡ｒｗ（ｒ，θ，ｚ }）］ ＝０
　　证明　由引理１和假设条件 （Ａ１），我们很容
易得到此引理。

引理８　设Ψ（ｒ′，θ′，ζ）是一个复值函数并且满
足假设条件 （Ａ１），则函数

珔ｗ（λ，θ，ｚ）＝∫Ｒ３珔Ｇ（λ，θ，ｚ；ｒ′，θ′，ζ）
Ψ（ｒ′，θ′，ζ）ｒ′ｄｒ′ｄθ′ｄζ

满足

ｌｉｍ
｜ｚ｜→∞

珔ｗ（λ，θ，ｚ）
｜ｚ｜

－ｉ ｋ２ｎ２ｃｏ－槡 λ珔ｗ（λ，θ，ｚ[ ]） ＝０，
λ≤ｋ２ｎ２ｃｏ和ｄχｍ（λ）≠０，

ｌｉｍ
｜ｚ｜→∞

珔ｗ（λ，θ，ｚ）＝０，λ＞ｋ２ｎ２










ｃｏ

　　证明　由引理２和假设条件 （Ａ１），很容易得
到此引理。

考虑满足输出辐射条件 （２５）、（２６）和 （２７）
的三维Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程 （１）的解的存在性，则得

到如下结果。

定理２［解的存在性］　设函数ｆ（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈
Ｌ２（Ｒ３）和函数ｐ（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈Ｌ

２（Ｒ３），并且都满足
假设条件 （Ａ１）和 （Ａ２），则满足输出辐射条件
（２５）、（２６）和 （２７）的三维 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程 （１）
至少存在一个有界的解。

特别地，这个解是如下积分方程唯一的有界的

解：

ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝∫Ｒ３Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）［ｆ（ξ１，ξ２，ζ）－
ｐ（ξ１，ξ２，ζ）ｕ（ξ１，ξ２，ζ）］ｄξ１ｄξ２ｄζ （３７）

　　证明　首先，证明函数 ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）有界，然
后证明它满足输出辐射条件 （２５）、（２６）和 （２７）。

一方面，我们有

∫Ｒ３Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）ｆ（ξ１，ξ２，ζ）ｄξ１ｄξ２ｄζ＝
∫Ｂ１（ｘ１，ｘ２，ｚ）Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）ｆ（ξ１，ξ２，ζ）ｄξ１ｄξ２ｄζ＋
∫Ｒ３＼Ｂ１（ｘ１，ｘ２，ｚ）Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）ｆ（ξ１，ξ２，ζ）ｄξ１ｄξ２ｄζ＝

Ｊ１＋Ｊ２ （３８）
其中Ｂ１（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝｛（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈Ｒ

３｜（ｘ１－ξ１）
２＋

（ｘ２－ξ２）
２＋（ｚ－ζ）２≤１｝。

由引理３和 （９）式，我们可知，在相差一个
常数倍的情况下，｜Ｊ１｜相当于

∫Ｂ１（ｘ１，ｘ２，ｚ）
｜ｆ（ξ１，ξ２，ζ）｜
｜Ｐ－Ｐ′｜ ｄξ１ｄξ２ｄζ

由Ｈｌｄｅｒ不等式，我们估计｜Ｊ１｜
２。

∫Ｂ１（ｘ１，ｘ２，ｚ）
｜ｆ（ξ１，ξ２，ζ）｜
｜Ｐ－Ｐ′｜ ｄξ１ｄξ２ｄ( )ζ２≤

∫Ｂ１（ｘ１，ｘ２，ｚ）｜ｆ（ξ１，ξ２，ζ）｜２ｄξ１ｄξ２ｄζ·
∫Ｂ１（ｘ１，ｘ２，ｚ）

１
｜Ｐ－Ｐ′｜２

ｄξ１ｄξ２ｄζ＝

４π∫Ｂ１（ｘ１，ｘ２，ｚ）｜ｆ（ξ１，ξ２，ζ）｜２ｄξ１ｄξ２ｄζ
因为函数 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈ Ｌ

２（Ｒ３），所以， （３８）式
右边的第一个积分Ｊ１有界。

由引理 １，引理 ２和引理 ３，我们知道函数
Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）在 Ｂ１（ｘ１，ｘ２，ｚ）之外有界，又
由函数 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｚ）满足假设条件 （Ａ１），因此，
（３８）式右边的第二个积分Ｊ２有界。

于是我们就证明了函数∫Ｒ３Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）
ｆ（ξ１，ξ２，ζ）ｄξ１ｄξ２ｄζ有界。

由 （３）式和压缩影像原理，我们立即可得到
函数ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）有界。

１４
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另一方面，接下来我们证明函数 ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）
满足输出辐射条件 （２５）、（２６）和 （２７）。由于函
数 ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）有界，并且由于函数 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｚ）和
函数ｐ（ｘ１，ｘ２，ｚ）都满足假设条件 （Ａ１）和 （Ａ２），
再根据引理７和引理８，我们立即可得到此结论。
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